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Abstract 
The method for estimation and testing for cointegration put forward by Johansen assumes that 
the data are described by a vector autoregressive process. In this article we extend the data 
generating process to autoregressive moving average models without unit roots in the MA 
polynomial. We first extend some matrix algebraic relationships for I(1) processes and derive 
their implications for the structure theory of cointegration. Specifically we show that the 
cointegrating space is invariant to MA errors which have no unit roots in the MA polynomial. 
The above results permit to prove the robustness of the Johansen estimates of the 
cointegrating space in a Gaussian vector autoregressive framework when the true model is 
vector autoregressive moving average, without unit roots in the MA polynomial. The small 
sample properties of the theoretical results are examined through a small simulation study. 
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ÒÝ ÔQßSâÓ Ò ÛËÒÝ ßSáSÜÓ Ò ÛÒÝ ßSâ.Ô Ò ÛËÒÝ Þ'ÓSÓß Ò
ÛËÒÝ ÒSá.ÔSÑ ÛËÒÝ áÓÜÓ ÓSÝ ÜÓßSâ ÛËÒÝ ÓÔQá.Ñ ÓSÝ âSâSâSá ÒÝ Ô'Óß.Þ Ô'Ý ÜÓß.Þ ÒÝ ÓàSàSá
éëê)ìí/Ý Ò ÒÝ Ò.ÞQâ.Ô Ò ÛËÒÝ ÒSÜSÜ.Þ Ò ÒÝ áSÜ.ÞQâ Ò ÒÝ ÑQÜ.ÔQâ
ÛËÒÝ ÜSâ.ÔSÔ Ò ÛËÒÝ ÔQßSâ.Ô Ò ÛËÒÝ Ü.ÑSÑQÜ Ò ÛËÒÝ ÔQáSá Ò
ÛËÒÝ áSÜSàSà ÛËÒÝ ÓÞSÞQâ ÛËÒÝ áSÜSÜSÜ ÒÝ Ô'ÓSÓÑ ÛËÒÝ áSàSß.Þ ÒÝ áSâSßSá ÛËÒÝ áSÜSßSß ÒÝ ÑQßSâSà
îëädÛËïðØÙSÚ ÒÝ ÜSâSß.Ñ ÒÝ ÒSÒSßSá ÒÝ ÒSÒSÒSâ ÒÝ ÒSÒ.ÔSÑ
îëädÛËïðØå)æÝ ÒÝ ÒSÒ.ÔSÑ ÒÝ ÒSÒSáÓ ÒÝ ÒSÒSÒSá ÒÝ ÒSÒÓSÓ
Õ×ÖvÔ Õ×ØÙSÚ Ó ÒÝ àSáSßSÜ Ó ÓSÝ ÒÓßSá Ó ÓSÝ ÒSÒSÜSÜ Ó Ó
ÒÝ ÑQâSÜ.Þ Ó ÛËÒÝ ÔQàSÒ.Þ Ó ÛËÒÝ ÒSÜSáSà Ó ÛËÒÝ ÒÓà Ó
ÒÝ Ñ'ÓÒSÜ ÛËÒÝ Óß.Þ ÓSÝ áSáSàSá ÛËÒÝ ÒSÒSàSâ ÓSÝ ÒSÜSÜ.Þ ÒÝ Ò.ÔQáSá ÓSÝ Ò.Ô'Óâ ÛËÒÝ ÒSÒ.ÔSÞ
ã Ý äÝ Ò ßÝ ÑQâ.ÑQà Ò ÒÝ á.ÔSÔ Ò ÒÝ Óâ.ÔSÞ Ò ÒÝ ÓáÓâ
ÔQàÝ ßSÜÓâ Ò ßÝ ßSà.ÞSÔ Ò ÒÝ ÔQáÓá Ò ÒÝ ÓßSáSÜ Ò
ÔQàÝ Ü.ÞSÔ'Ó ßÝ ßÓâÓ âÝ Ò.ÞQÜSà ÒÝ ÜSÜ.ÑQß ÒÝ ÔSÔSÞSÔ ÒÝ ÞSÑQÒSâ ÒÝ ÓßSá ÒÝ ÓßSÜSÜ
Õ×Øå)æ ÙSÚ Ó ÓSÝ Ò.ÔSÞ'Ó Ó ÓSÝ ÒÓÜ.Ô Ó ÓSÝ ÒSÒÓà Ó ÓSÝ ÒSÒSÒSß
ÒÝ ÒSÜ.ÞSÔ Ó ÛËÒÝ ÒSÒ.ÔQá Ó ÛÒÝ ÒSÒÓ Ó ÒÝ ÒÓSÓÜ Ó
ÒÝ à.ÑSÞQà ÒÝ Ò.ÔQáSâ ÓSÝ ÒSÒ.ÞSÔ ÒÝ ÒSÒSâ.Ô ÓSÝ ÒSÒSÒÓ ÒÝ ÒSÒSßSâ ÒÝ àSàSß.Ñ ÒÝ ÒSÒÓß
ãç Ø-èxÝ Ò ÒÝ ÒSâSß.Ô Ò ÛËÒÝ Ò.ÞQÒ.Ñ Ò ÛËÒÝ Ò.ÔQÜ.Ñ Ò ÛËÒÝ ÒSßSâSß
ÛËÒÝ ßSÜSÒSâ Ò ÛËÒÝ ßSßSÜÓ Ò ÛËÒÝ ÑSÞQà.Þ Ò ÛËÒÝ Ñ'ÓÑQà Ò
ÓSÝ áSÒSß.Ñ ÒÝ ÔSÔSÞQÜ ÓSÝ ÑQÜSáSá ÛËÒÝ ÓáSßÓ ÓSÝ ÓâSâ.Ô ÛËÒÝ ÒSÜ.Þ'Ó ÓSÝ ÒÓÔ'Ó ÛËÒÝ ÒSâSÒ.Ô
éëê)ìí/Ý Ò ÛËÒÝ Ñ'ÓáSà Ò ÒÝ Ô'ÓÜSà Ò ÒÝ Ü.Ñ'ÓSÓ Ò ÒÝ âSÜSÒ.Þ
ÒÝ ÓÑQß.Þ Ò ÓSÝ ÓÑ'Óâ Ò ÓSÝ ÞQÜSâSÜ Ò ÓSÝ ÑQâ.ÔSÑ Ò
ÛËÒÝ ÑSÞSÞQâ ÛËÒÝ á.ÞSÞSÞ ÛËÒÝ ÔQÜ.ÑQà ÒÝ ßÓÞ ÒÝ ÓÜSàSâ ÒÝ ÑQáÓÞ ÒÝ Óà.ÑQß ÒÝ ÑQáSáSà
îëädÛËïðØÙSÚ ÒÝ ÓÒ.ÔQà ÒÝ ÒÓßSÜ ÒÝ ÒSÒSßÓ ÒÝ ÒSÒÓÑ
îëädÛËïðØå)æÝ ÒÝ ÒSÒ.ÔQß ÒÝ ÒSÒSá.Ô ÒÝ ÒSÒÓâ ÒÝ ÒSÒ.ÔSÑ
Õ×Öëá Õ×ØÙSÚ Ó ÛRÓSÝ âSß.ÞSÞ Ó ÓSÝ Ò.Ô'ÓÞ Ó ÒÝ àSâSßSá Ó ÒÝ àSàSÒSß
ÒÝ â.ÑSÞQß Ó ÛËÒÝ Ò.ÑSÑSÞ Ó ÛËÒÝ ÒÓáSâ Ó ÛËÒÝ ÒSáSâSß Ó
ÛËÒÝ ÓßSÒÓ ÛRÓSÝ ÒSâSàÓ ÓSÝ ÒSß.Ñ'Ó ÒÝ Ò.ÔQÒSß ÓSÝ ÒSÒSÜSà ÛËÒÝ ÒÓÔ'Ó ÓSÝ ÒSáSâÓ ÛËÒÝ ÒSÒSà.Þ
ã
Ý äÝ Ò ÞQâÝ áSÒSÒSá Ò ÓSÝ ÒSßSâ.Þ Ò ÒÝ á.ÔSÑQá Ò ÒÝ ÔQÜSÜSà
ÔSÑ'Ý ÒSÜSßSÜ Ò Ô'Ý âSÜSáSá Ò ÓSÝ Ü.ÞQÜSá Ò ÒÝ ÔSÑQàSÜ Ò
áSáÝ ÔQßSâSá áSßÝ ÞSÞSÔQà Ô'Ý ÞQÜSß.Þ ÓSÝ ÓSÓàSâ ÓSÝ ßSâÓSÓ ÒÝ á.ÑQÒSà ÒÝ ÔQßSÒ.Ô ÒÝ ÔSÑQàSá
Õ×Øå)æ ÙSÚ Ó ÒÝ à.Þ'Óà Ó ÒÝ à.ÞQâÓ Ó ÓSÝ ÒSÒSáSâ Ó ÒÝ àSâSâ.Ñ
ÒÝ ÒSâSß.Þ Ó ÒÝ ÒÓà.Ô Ó ÒÝ ÒSÒSßSâ Ó ÒÝ ÒSÒSßSà Ó
ÒÝ à.ÔQßÓ ÛËÒÝ ÒSáSáSÜ ÒÝ àSâSá.Þ ÛËÒÝ ÒSÒSÒSâ ÒÝ àSâSàSÜ ÛËÒÝ ÒSÒSáSß ÒÝ àSàÓß ÛËÒÝ ÒSÒSâ.Þ
ãç
Ø-èxÝ Ò ÛËÒÝ Óß.ÔQÜ Ò ÒÝ ÔQá.ÞQà Ò ÛËÒÝ ÒSáSÒÓ Ò ÛËÒÝ ÒSâ.ÔSÑ
ÛËÒÝ ÔQâ.Ô'Ó Ò ÛËÒÝ ßSÒ.ÞSÔ Ò ÛËÒÝ ÑQßSàSß Ò ÛËÒÝ ÑSÔQáSß Ò
ÒÝ ÔSÑSÞSÔ ÛÒÝ ÔSÔ ÒÝ âSÒSÒSÜ ÒÝ ÓÒSÜSß ÓSÝ ÔQâSáSá ÛËÒÝ ÓÒSà.Ñ ÒÝ àSß.ÑQß ÛËÒÝ ÒSÜSàSá
éëê)ìí/Ý Ò ÛËÒÝ ÓàSà.Ñ Ò ÛËÒÝ ÔSÞSÑSÑ Ò ÒÝ ÑSÞQá Ò ÒÝ ßÓÔSÞ
ÒÝ ÒSßSÒSâ Ò ÛËÒÝ Ô'ÓÔSÔ Ò ÓSÝ ÑQß.ÑQà Ò ÓSÝ á.ÑSÑ Ò
ÛËÒÝ ÓÜSâ.Þ ÛËÒÝ ÓÞSÑ'Ó ÛËÒÝ áSàSßSß ÛËÒÝ ÔSÔSÞQá ÛËÒÝ áSÒ.ÞQà ÒÝ Þ'ÓÔQà ÛËÒÝ ÔQÒ.ÞQß ÒÝ ßSáSßSÜ
îëädÛËïðØÙSÚ ÒÝ áÓÔQà ÒÝ ÒSÒSá.Ô ÒÝ ÒSÒSá.Ô ÒÝ ÒSÒSÒ.Ô
îëädÛËïðØå)æÝ ÒÝ ÒSÒ.ÑSÞ ÒÝ ÒSÒSß.Þ ÒÝ ÒSÒ.Ô'Ó ÒÝ ÒSÒÓá
Õ×ÖëÜ Õ×ØÙSÚ Ó ÒÝ àÓÞ Ó ÓSÝ ÔQâSâSâ Ó ÓSÝ ÒSÜSß.Ñ Ó ÒÝ âSàSâSß
ÒÝ ÓÜÓÞ Ó ÒÝ àSáSâ.Ô Ó ÒÝ âSàSÜSà Ó ÛËÒÝ ÒSâSÒÓ Ó
ÒÝ ÞQßSÜSÜ ÛËÒÝ ÓâSâ.Þ ÛËÒÝ ÒÓßSà ÒÝ ÔSÞQà.Þ ÒÝ ÓÔQâ.Ô ÒÝ ÒSÜSÜSâ ÓSÝ Ò.ÞSÞQÜ ÛËÒÝ ÒSàSàÓ
ã
Ý äÝ Ò ßÝ ÒSàSàSá Ò ßÝ Þ'ÓSÓà Ò ÒÝ à.ÞQÒSà Ò áÝ ÒSÒ.ÞSÔ
ßÝ ÓâSà.Ô Ò ÔSÑ'Ý áSáSà.Ñ Ò ÔQßÝ ßSßSáSâ Ò ÒÝ ÜSÜSâSÜ Ò
Þ'Ý àÓâ.Ñ ßÝ ßSáSÜ.Þ ÔSÞ'Ý Ò.ÔQá.Ñ ßÝ ÔSÑQàSà ÔSÑ'Ý ßSàSÜÓ ÒÝ àSÜSâSá ÒÝ ÜSá.Þ Ô'Ý àSá.Ñ
Õ×Øå)æ ÙSÚ Ó ÓSÝ ÒSÒSâSÜ Ó ÓSÝ Ò.ÔSÑ Ó ÓSÝ ÒÓßSà Ó ÒÝ àSàSâSà
ÒÝ ÓÔSÔ'Ó Ó ÒÝ Ò.ÔQÒ.Ñ Ó ÛÒÝ ÒSÒSÜ Ó ÛËÒÝ ÒSÒSâSá Ó
ÒÝ âSßSâSá ÒÝ ÒÓÞQß ÒÝ àSâ.ÑQá ÒÝ ÒSÒ.ÑQá ÓSÝ ÒSÒ.ÑQá ÒÝ ÒÓàÓ ÓSÝ ÒSÒSß.Þ ÒÝ ÒSÒ.ÑSÞ
ãç
Ø-èxÝ Ò ÒÝ ÒSáSßÓ Ò ÛËÒÝ ÔQáSÜSÜ Ò ÒÝ ÒSàSâSß Ò ÒÝ ÒSßSá.Þ
ÛËÒÝ ÔQáSâSÜ Ò ÛËÒÝ ÔQÜSáSà Ò ÛËÒÝ ÑSÞSÞQÜ Ò ÛËÒÝ ßSßSá.Þ Ò
ÒÝ ÜSÜSÜSß ÛËÒÝ ÓÔ'Óá ÒÝ ÔQáSÜ.Ñ ÛËÒÝ ÓÞSÔSÞ ÓSÝ Óá.ÞQá ÒÝ ÒSÜSßSà ÓSÝ ÞQÒSàSÜ ÛËÒÝ ÒSà.ÔQá
éëê)ìí/Ý Ò ÛËÒÝ ÒSàSáSß Ò ÛËÒÝ ÑQßSá.Ô Ò ÛËÒÝ Ò.ÔSÔSÞ Ò ÒÝ á.Þ
ÛËÒÝ Óß.Þ Ò ÛËÒÝ ÑSÔSÔQâ Ò ÛËÒÝ ÜSáSÒSá Ò ÓSÝ âSßSÒSß Ò
ÛËÒÝ Ò.ÞQß ÛËÒÝ ÓÔQâ.Þ ÛËÒÝ Ô'ÓÔSÑ ÛËÒÝ ÑQÜSáÓ ÛËÒÝ áSß.ÑQá ÒÝ Ò.ÔQàÓ ÛËÒÝ ÜÓá ÒÝ ÜSáSÒSà
îëädÛËïðØÙSÚ ÒÝ ÒSá.ÑQÜ ÒÝ ÓÒSÜSâ ÒÝ ÓÒSÜ ÒÝ ÒSÒÓá
îëädÛËïðØå)æÝ ÒÝ ÒSÒSßSá ÒÝ ÒSÒ.ÞQâ ÒÝ ÒSÒSÒSß ÒÝ ÒSÒ.ÔQß
Õ×ÖvÑ Õ×ØÙSÚ Ó Ô'Ý Ü.ÞQÜ.Þ Ó ÛÔ'Ý áSáSÜSÜ Ó ÒÝ ÒSâ.ÞQà Ó ÓSÝ Ò.ÞSÔSÞ
ÛËÒÝ ÔQâSÒSâ Ó ÒÝ ÓSÓÜSâ Ó ÛËÒÝ Ò.ÞSÞQÜ Ó ÛËÒÝ Ò.ÔQÜSÜ Ó
ÓSÝ á.ÞSÔQá ÜÝ ÔQâ.ÑQâ ÒÝ âSâ.ÞQâ ÜÝ ÜSÒSÒÓ ÓSÝ Ò.ÞQâ ÛËÒÝ ÞSÞQß.Þ ÓSÝ Ò.ÔQá ÒÝ ÒSßSß.Þ
ã
Ý äÝ Ò Ñ'ÓSÝ ÑSÑSÔ Ò ÓÒSâÝ ÓÒSßÓ Ò áÓSÝ ÞQÜ.ÔQà Ò ÓSÝ ÞQà.Ô
ÓÒÝ ÓÞQá.Ô Ò âÝ âSÜSâSÜ Ò Ô'Ý ÒSßSá.Ñ Ò ÓSÝ ÔQá.ÑQß Ò
ÓSÓSÝ Ò.ÑSÑSÔ ÓÒÓSÝ à.ÔQâSà Þ'Ý âSáSà.Þ ÓáSâÝ ÑQÜÓà Ô'Ý ÓÞQÒSâ ÔQàÝ ÔQâSá.Ô ÓSÝ ÔQá.ÑQâ ÓSÝ â.ÔSÑQÜ
Õ×Øå)æ ÙSÚ Ó ÒÝ àSàSàSÜ Ó ÒÝ àSàSÒSâ Ó ÒÝ àSà.ÞQâ Ó ÓSÝ ÒSÒ.ÑSÞ
ÒÝ ÓÑSÑQß Ó ÒÝ ÒSáSàSß Ó ÒÝ ÒSÒSßSß Ó ÒÝ ÒSÒ.ÔQß Ó
ÒÝ â.ÑQÒSâ ÒÝ ÒSÜSà.Ñ ÒÝ àSßSá.Ñ ÛËÒÝ ÒÓâSâ ÒÝ àSàSßSá ÛËÒÝ ÒSÒSá ÒÝ àSàSÜ.Þ ÒÝ ÒSÒÓà
ãç
Ø-èxÝ Ò ÒÝ Ò.Ô'Óâ Ò ÛËÒÝ ÔQâSàSÜ Ò ÛËÒÝ Ò.ÑSÑQÜ Ò ÒÝ ÔQßSá
ÛËÒÝ ÑSÔQÒ.Ô Ò ÛËÒÝ ÑSÔQÜSÜ Ò ÛËÒÝ ÑQÜÓÜ Ò ÛËÒÝ ÑSÞQàSÜ Ò
ÒÝ ßSáSÒSâ ÒÝ ÓÔSÞQß ÒÝ ßSâ.Ñ'Ó ÛËÒÝ ÔQßSßSá ÓSÝ Ò.ÞQàSÜ ÛËÒÝ Óá.ÑQà ÓSÝ áÓÜSÜ ÒÝ ÓÜSÒSá
éëê)ìí/Ý Ò ÛËÒÝ ÜSâSÜSà Ò ÛËÒÝ ÓâSÒÓ Ò ÛËÒÝ áSßSâSÜ Ò ÒÝ ÒÓÞSÑ
ÒÝ ÒSÜ.ÔSÞ Ò ÛËÒÝ áSâSàSà Ò ÒÝ Ò.ÞSÑ Ò ÛËÒÝ ÒSÜSá.Þ Ò
ÛËÒÝ Ü.ÑQÒÓ ÛËÒÝ Ü.ÞQßSà ÛËÒÝ ÜSß.ÔQß ÛËÒÝ á.Þ'Óá ÛÒÝ ÔQâ ÛÒÝ á.Þ ÛËÒÝ áSÒSáSß ÒÝ ÒSá.ÔQâ
îëädÛËïðØÙSÚ ÒÝ ß.ÔSÑQà ÒÝ ÞQàSÜÓ ÒÝ ÒSÜSâ.Þ ÒÝ ÒSÒÓâ
îëädÛËïðØå)æÝ ÒÝ ÒÓÞQá ÒÝ ÒSÒSáSà ÒÝ ÒSÒÓSÓ ÒÝ ÒSÒÓSÓ
Õ×Öëß Õ×ØÙSÚ Ó ÓSÝ ÑQßSß.Ñ Ó ÓSÝ Ò.Þ'Óâ Ó ÒÝ à.ÞSÞSÞ Ó ÒÝ àSàSà.Ô
ÛRÓSÝ àSâ.ÞQâ Ó ÒÝ ÒSá.Þ'Ó Ó ÛÒÝ Ô Ó ÛËÒÝ Ò.ÑSÑSÞ Ó
áÝ Ô'ÓÒÓ ÒÝ ÔSÔSÑSÞ ÒÝ àÓáSâ ÒÝ ÒSá.ÔSÞ ÓSÝ ÓàSßSâ ÛËÒÝ Ò.ÔQáSá ÓSÝ Ò.ÑSÞ'Ó ÛËÒÝ ÒSÒSÒSá
ã
Ý äÝ Ò ÓÞ'Ý áSá.ÑQá Ò Ô'Ý ÞQáSáÓ Ò ÒÝ âSáSÒ.Þ Ò ÓSÝ áSÜSÒSß
ÜSßÝ âÓSÓá Ò áÝ áSßSÜSá Ò Ô'Ý ÑSÔSÞQÜ Ò ÒÝ ÜSà.ÔQà Ò
ÑQÜÝ àSÜ.ÑSÔ ÓÔ'Ý ÒSßSßSâ áÝ â.ÑQÜSß Ô'Ý âSß.ÑSÔ Ô'Ý Ü.Þ'ÓSÓ ÒÝ âSßÓà ÒÝ ÜSà.ÞSÔ ÓSÝ á.ÔQß.Þ
Õ×Øå)æ ÙSÚ Ó ÓSÝ ÒSáSáSá Ó ÒÝ àSâSáSÜ Ó ÒÝ à.ÞQß.Ô Ó ÒÝ àSâ.Ñ
ÒÝ ÓÔQÒ.Þ Ó ÒÝ ÒSáSßSÜ Ó ÒÝ ÒÓâSá Ó ÒÝ ÒÓÔSÞ Ó
ÒÝ âSâSÒÓ ÒÝ Ò.ÞQáSâ ÒÝ àSß.ÑSÑ ÛËÒÝ ÒSÒÓÜ ÒÝ à.ÞSÞQÜ ÛËÒÝ Ò.ÔQâÓ ÒÝ àSà ÛËÒÝ ÒÓÑ'Ó
ãç
Ø-èxÝ Ò ÒÝ Þ'ÓÞQà Ò ÒÝ ÓÞ'Óâ Ò ÛËÒÝ ÓÑSÑ Ò ÒÝ ÒSáSâSà
ÛËÒÝ ÑSÔSÑ'Ó Ò ÛËÒÝ ÓÞSÔQß Ò ÛÒÝ ßSáSÜ Ò ÛËÒÝ ßSÜSß.Þ Ò
ÓSÝ ÔSÑSÔSÔ ÒÝ á.ÔSÑQß ÒÝ ÒÓÜ.Ô ÒÝ ÓÒ.ÑSÔ ÓSÝ ßSâSáSá ÛËÒÝ ÓÑSÔSÑ ÓSÝ ÑQß.ÔSÔ ÒÝ ÒSßSßSà
éëê)ìí/Ý Ò ÛËÒÝ áSÜSáSá Ò ÛËÒÝ áSÒ.ÔQÜ Ò ÛËÒÝ ÒSÜSÜSâ Ò ÒÝ ÓÞQáSá
ÒÝ áSâSÒ.Ñ Ò ÛËÒÝ ÔSÞSÔQÜ Ò ÒÝ ÜÓà Ò ÒÝ à.ÔQàSá Ò
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